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 ZADATAKA IZ TEORIJE BROJEVE KOJE ZNA SVAKI OLIMPIJAC 

24.06.2005.

1. Nađi sve prirodne brojeve N čiji su prosti djelitelji samo 2 i 5, takve da je N+25 potpun kvadrat. 

2. Odredite znamenke a i b  takve da je 
[image: image2.wmf]aabb

 potpun kvadrat. 

3. Neka je d prirodan broj različit od 2, 5, 13. Pokaži da se u skupu {2, 5, 13, d}, za svaki broj d, mogu odabrati dva različita broja a i b tako da ab-1 ne bude kvadrat cijelog broja. 

4. Nađi sve prirodne brojeve p takve da su p, p+10 i p+14 prosti brojevi. 

5. Dokaži da suma dva uzastopna prosta broja ne može biti jednaka dvostrukom prostom broju. 

6. Neka je p prost broj. Dokaži 
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 za svaki 
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7. Neka je p prost broj. Dokaži 
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8. Neka je p prost broj. Dokaži da 
[image: image6.wmf]ú

û

ú

ê

ë

ê

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

p

n

p

n

p

.

9. Broj je savršen ako je jednak sumi svih svojih djelitelja (osim sebe samog), odnosno ako je 
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 Takvi su na primjer, brojevi 6 i 28. Dokaži da je broj savršen ako i samo ako je oblika 
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, gdje je 
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prost broj. 

10. Dokaži da broj oblika 
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nema djelitelj oblika 4k+3. 

11. Dokaži da ima beskonačno mnogo prostih brojeva oblika 4k+1. 

12. Dokaži da 
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13. Nađi posljednjih 8 znamenki u binarnom zapisu broja 
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14. Može li broj 
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 biti potpun kvadrat?

15. Nađi sve brojeve 
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u čijem se dekadskom zapisu svaka znamenka 1-9 pojavljuje točno jednom i da je 
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djeljivo sa k za svaki k = 1,..,9.

16. Nađi sva cjelobrojna rješenja jednažbe 
[image: image16.wmf].
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17. Nađite sve prirodne brojeve x i y koji zadovoljavaju jednadžbu 
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18. Nađi sve prirodne brojeve koji su rješenja 
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19. Odredi sve prirodne brojeve a i b takve da je 
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20. Nađi sve prirodne brojeve m, n takve da je 
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21. Neka je 
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 Dokaži da su za svaki prirodan broj m, f(m), f(f(m)), f(f(f(m))),... u parovima relativno prosti. 

22. Nađi sve prirodne brojeve n takve da 
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 označena Eulerova funkcija, odnosno broj prirodnih brojeva manjih od n koji su relativno prosti sa n. 

23. Nađi sve prirodne brojeve n koji imaju točno 16 djelitelja, 
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, pri čemu je 
[image: image25.wmf].

17

,

18

8

9

6

=

-

=

d

d

d


24. Nađi sve prirodne brojeve n takve da je 
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, gdje je 
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broj prirodnih djelitelja broja n. 

25. Neka su a i b prirodni brojevi za koje je produkt svih prirodnih djelitelja broja a jednak produktu svih prirodnih djelitelja broja b. Da li je tada a = b?

26. Dokaži da nije moguće podijeliti skup od 18 uzastopnih prirodnih brojeva u dva disjunktna skupa A i B tako da je produkt elemenata iz A jednak produktu elemenata iz B. 

27. Neka je p neparan prost broj. Dokažite                    
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28. Dokaži 
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. Gdje 
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označava najmanji prirodan broj m takav da je 
[image: image31.wmf])

(mod

1

n

a

m

º

, taj broj nazivamo 'red od a modulo n'.

29. Nađi sve proste brojeve p,q takve da 
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30. Neka je p prost broj. Dokazati da postoji prost broj q takav da ni za koji cijeli broj n, broj 
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31. Dokaži da postoji n uzastopnih prirodnih brojeva djeljivih sa kubom prostog broja za svaki prirodan broj n. 

32. Neka je 
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 funkcija definirana sa f(n) = V(1,2,..,n). Dokaži da, za svaki n, postoji n uzastopnih brojeva za koje je f konstanta. 

Hintovi i rješenja

1. 200, 2000. 2. 7744 3. parnost 4. mod 3. 5. aritmetička sredina. 6. k<p, p-k<p. 7.
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 8. sustav ostataka mod p 9. 
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 10. Fermat. 11.vidi 10. 12. Fermat 13. 217=11011001 14. mod 13. 15. 381654729. 16. mod 7. 17.
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 18. (2, 2, 2) parnost. 19. (1,1), (256, 1024). 20. (4,2 ), (4,6), (5,2) (5,3). 21. mjera dijeli slob. član. 22. 
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 23. 
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. 24. 2, 128, 2000.  25. Da. 26. Wilson. 27. Wilson i Fermat. 28. m je minimalan. 29. (3,3), (3,13) i (13,  3) vidi 28. 30. IMO '03/6. 31. i 32. kineski tm. o ostacima.
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